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Szeregi potegowe

Def. 1. Szeregiem potegowym nazywamy szereg funkcyjny postaci:

e}

Z (x —20)" = ag + a1(z — ) + ag(x — 20)* + ...,

gdzie a, € R — wspotczynniki liczbowe, xg — ustalona liczba rzeczywista, a x oznacza zmienng.

Przyktad 1.

Rozwazmy szereg i($+2)”: I+ +2)+(@+2)+.. .+ (@+2)"+....
Mamy tu a, = 1, an:o: —2.

Dla kazdego x € R jest to szereg geometryczny o ilorazie ¢ = x + 2,

wiec jest to szereg zbiezny, gdy |¢| = |z +2| < 1, czylidla x € (=3, —1).

. L. . a .
Korzystajac z wlasnosci szeregu geometrycznego » a-¢" = T dostaniemy
s 1 —1
> (z+2)" = , dlaxze (-3,-1).

= 1—(w+2) 1+

Dla zqg = 0 szereg potegowy ma postac: Z apx"
n=0
Dalej bedziemy rozwazaé tylko takie szeregi potegowe.
Inne szeregi potegowe daja sie sprowadzi¢ do postaci takiego wtasnie szeregu w nastepujacy sposob:

dla szeregu Z an(x — xo)" wprowadzamy pomocniczg zmienng t = x — x
n= 0

i dostajemy Z an(x — x0)" Z ant".
n=0
Przyktad 2.
Rozwazmy szereg »  a".
n=0
Dla kazdego x € R jest to szereg geometryczny o ilorazie q = x,
wiec jest to szereg zbiezny, gdy |¢| = |z| < 1, czylidla z € (-1, 1).

Korzystajac z wtasnosci szeregu geometrycznego dostaniemy
o0

1
an:m, dla:(]G (_]_, 1)

Uwaga: Jesli szereg > a,z" jest zbiezny dla pewnej wartosci x = p # 0,
n=0

to jest zbiezny dla kaZ(_iego z € (—|p|, |p])-

Niech X = {r e R : Z a,z" jest zbiezny}. X # 0, bo 0 € X.

Zatem zbioér {|x| : = E X} jest niepustym podzbiorem R, wiec posiada kresy; jego kres dolny
jest rowny 0, a jego kres gorny oznaczamy przez R i nazywamy promieniem zbieznosci szeregu
potegowego ioj anx™

Oczywiscie O < R < +o0.
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Uwaga: Jezeli promien zbieznosci R jest
o0
1. rowny 0, to szereg > a,x™ jest zbiezny tylko w punkcie x = 0;
n=0
o0
2. rowny 400, to szereg > a,x" jest zbiezny dla kazdego x € R;
n=0

3. 0 < R < 400, to szereg > a,z" jest zbiezny w przedziale (—R, R)
n=0

za$ w zbiorze (—oo, —R) U (R, +00) jest rozbiezny.

Wtedy jest zbiezny w pewnym przedziale zwanym przedzialem zbieznosci. Jest to jeden z

nastepujacych przedziatow:

(-R,R), [-R,R), (—R,R], [R,R].

Przyktad 3.

o0

Przedziat zbieznosci szeregu Z z" to (—1, 1), a promien zbieznosci tego szeregu jest rowny R = 1.

n=0

Uwaga: Promien zbieznosci szeregu to potowa dlugosci przedziatu zbieznosé¢ w przypadku, gdy

R < +o0.

Tw. 1. Jezeli istnieje lim |“2| = A lub dim {J |a,| = A, to promien zbieznosci szeregu potegowego

0o A=+00
% a,x™ jest rowny R = % , 0< A<+
n=0
+o0 A=0

Przyktad 4. Wyznaczy¢ promien i przedziat zbieznosci szeregow.

a — dla tego szeregu a, = —
) nzzjo n! & & n!
Gnt1 (n—fl—l)' n! 1
A= lim |—| = lim = lim ———— = lim — 0,

wiec promien zbieznosci R = +o0, a przedzial zbieznosci to (—oo, +00).

b) Z nlz" dla tego szeregu a, = n!
n=0
" 1!
A= lim \E|: lim M: lim n+ 1= 400,

n—oo ' q, n—00 n! n—o0

wiec promien zbieznosci R = 0, a szereg jest zbiezny tylko w punkcie x = 0.

c) Z & dla tego szeregu a, = (=)
n=1 n "
1
A= lim |25 = i S = lim = 1,
n—oo . q. n— o0 - n—oo n 4 1

wiec promien zbieznosci R = 1 i szereg jest na pewno zbiezny w przedziale (—1,1).
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Nalezy jeszcze sprawdzi¢ zbiezno$¢ szeregu na krancach przedziahu.

Dla x =1 dostajemy szereg naprzemienny i (—nl)”

(kryt. Leibniza — zbieznosé zbadana w przyklgzllzie 8a na wyktadzie 7).

Dla z = —1 dostajemy szereg harmoniczny i (_1)nn(_1)n = i i, ktory jest rozbiezny
n=0 =1

(kryt. catkowe — przyktad 3. na wyktadzie 7).

, ktory jest zbiezny

Przedzial zbieznosci szeregu to  (—1, 1].

(x—1)"
d) Z
Wprowadzamy zmienng pomocnicza t = x — 1. Dostajemy szereg Z —_— = Z —.
n=1 n n=1 n
]- . an 1 % n
Dla tego szeregu a, = —, A= lim | | = lim *= = lim =1,
n n—oo ' q. n—oo = n—oon 4+ 1

n

—~

wiec promien zbieznosci (wzgledem zmiennej t) R = 11 szereg jest na pewno zbiezny, gdy |t| < 1.

Oznacza to, ze szereg jest na pewno zbiezny, gdy |z — 1| <1, czylidla x € (0, 2).

Nalezy jeszcze sprawdzi¢ zbieznos¢ szeregu na krancach przedziahu.
0 (_1)n
Dla x =0 dostajemy szereg naprzemienny Z (=1)
n=1 n
(kryt. Leibniza — zbieznos$¢ zbadana w przykladzie 8a na wyktadzie 7).

, ktory jest zbiezny

1
Dla z =2 dostajemy szereg harmoniczny E —, ktory jest rozbiezny
n=1 T

(kryt. catkowe — przyktad 3. na wyktadzie 7).

Przedzial zbieznosci szeregu to [0, 2).

)Z

Wprowadzamy zmienng pomocnicza t = 2x + 3.
2z +3)" Xt

=2

2x+3

Dostajemy szereg Z

5
n=1 n? n=1"
a - n?
. +1 . +1
Dla tego szeregu  a, = —, A= lim |[——|= lim (nl) = lim ——— =1,

wiec promien zbieznosci (wzgledem ¢) wynosi R = 1 i szereg jest na pewno zbiezny, gdy [t| < 1.
Oznacza to, ze szereg jest na pewno zbiezny, gdy |2z + 3| <1, czylidla x € (-2, —1).

Promien zbieznosci szeregu (wzgledem zmiennej x) jest réwny potowie dtugosci przedziatu (—2, —1),

wiec jest réwny % Nalezy jeszcze sprawdzic¢ zbieznos¢ szeregu na krancach przedziatu.

n

Dla x = —1 dostajemy szereg Z 5, ktory jest zbiezny (przyktad 3. na wyktadzie 7).

n 1
1 n
Dla x = —2 dostajemy szereg Z (= 2) , ktory jest zbiezny, gdyz jest zbiezny bezwzglednie.
n=1 n
Przedzial zbieznosci szeregu to  [—2, —1].
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Def. 2. Suma szeregu potegowego > a,z" nazywamy funkcje S(z) = ¥ a,z".
n=0 n=0

Tw. 2. Jezeli R > 0 jest promieniem zbiezno$ci szeregu potegowego § anx™,
to jego suma S(z) jest funkcja Ciqglq w przedziale (—R, R). "
Ponadto jezeli szereg liczbowy Z a, R" jest zbiezny,

to funkcja S(z) jest madgla (lewos%ronme) w punkcie z = R;

jezeli szereg liczbowy Zo a,(—R)" jest zbiezny,

to funkcja S(z) jest ciagta (prawostronnie) w punkcie z = —R.

Tw. 3. Jezeli R > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu potegowego %o: anpx™,
n=0

to jego suma S(z) jest funkcja catkowalna w przedziale (—R, R)

oraz dla kazdego = € (—R, R)

xz

x %) n+1
/ S(t / Z ant” dt = Z / apt™dt = Z an-
0

Przyktad 5. Zastosujemy twierdzenie 2. i 3. do szeregu Z x" 7z przyktadu 2.
n=0

Wiemy, ze jego suma S(x Z " = —— jest funkcja ciagla i catkowalna w przedziale (—1,1).
—

Zastosujemy wzoér z twierdzenia 3. (przechodzenie z catkg pod znak sumy).

iS(t)(it = /x(it”)dt = iit”dt =

Z drugie] strony mamy

In—i—l ocln
;n+1:;;

1
|z — 1]

/S t)dt = /ftdt:—ln|1—t|’z:—1n|1—xl:1n

Dostajemy réwnosé: > T e 1—z|=1In =
I’ —

Mozemy obliczy¢ sumy otrzymanego szeregu potegowego dla roznych x € (—1,1).
1 .
3, dostaniemy

S| 1
> o =—ln[l--[=n2
—ne2n 2

Na przyktad wstawiajac z =

a wstawiajac = = —%, dostaniemy

> (=1 1 3 2
Zu:—lnyl—i—ﬂ =—In-=In-.
—mn-2r 2 2 3

(0.) xn
Szereg Z — jest zbiezny réwniez dla = = —1,
n=1 n
wiec jego suma jest funkcja prawostronnie cigglta w punkcie x = —1,

= lim —In|l1—-(-1)]=—-1n2.

r——11
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Tw. 4. Jezeli R > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu potegowego > a,z",
n=0

to jego suma S(z) posiada pochodna w przedziale (—R, R)

oraz dla kazdego = € (—R, R)

o / o
(Z anx") = Z a,z") Z annx™”
n=0 n=0
Uwaga: Szeregi, o ktorych mowa w dwoch poprzednich twierdzeniach, sg tez szeregami

potegowymi i ich promienie zbieznosci sa rowne R.

Przyktad 6. Zastosujemy twierdzenie 4. do szeregu Z x".
n=0

1
Suma szeregu S(x Z = —— posmda pochodng przedziale (—1,1).

Zastosujemy wzor z tw. 4. (przejsme z rézniczkowaniem pod znak sumy)

§'(z) = (i xn)/ = i(xn)/ = i na 1

n=0 n=0 n=1
d 1 1
Z drugiej strony mamy S'(z) = %<1 — x) = e
1
Dostajemy réwnosé: > nat = a—ar dla z € (-1, 1)
-
Dla x # 0 mozemy zapisaé inw"‘l = ing ! inx” _
Y P n=1 _n:1 z B xn:l a (1_'2:)27
a stad mamy réwnosc: Z nx" = (136)2, dlaz € (-1, 1).
n=1 -z
Mozemy obliczy¢ sumy szeregu potegowego Z nx" dla réznych x € (—1,1).
n=1
0 1
Na przyklad wstawiajac x = 3, dostaniemy » — = a 2 s =2
= T2
o xn
Przyktad 7. Wykaza¢, ze Z - = e’ dla x e R.
n=0 n:
Sprawdzone zostato w przyktadzie 4a, ze szereg Z :B' jest zbiezny dla x € R.
n=0
Zgodnie z tw. 4. suma tego szeregu S(z) = Y  — oy jest funkcja rézniczkowalng w zbiorze R.

n= 0
Mozemy obliczy¢ jej pochodng

= G =GR S S

(przenumerowano wyrazy szeregu, przyjmujac k =n — 1)

Widzimy, ze funkcja, ktora jest suma szeregu spetnia réwnanie rézniczkowe: S’(x) = S(x).
OO

Ponadto S(0)=—=+04+0+...=1, bo0°=1, 0! =1,

0!
Jedyng funkcja rzeczywista speliajaca takie zagadnienie jest S(z) =e®. O



