Matematyka Konkretna 1 Wyktad 10 1

Macierze

Niech K bedzie ustalonym ciatem, m,n € N.

Def. Macierza o wymiarach m na n nad cialem K nazywamy funkcje
A:{1,2,...,m} x{1,2,..,n} =K, (i,5)—a; €K

Wartosci funkeji A nazywamy wyrazami macierzy.

Wartosé, ktora funkcja A przyporzadkowuje elementowi (4, j), oznaczamy a;;.

Macierz o wymiarach m na n oznacza si¢ symbolem [a;;]mxn

(ewentualnie przez [a;;] jesli to nie prowadzi do nieporozumien).

Macierz A = [a;j]mxn przedstawia sie w postaci tablicy

ay; a2 ... Qip
921 929 . QAop
A=
| Am1 Am2 ... Qmn |
Macierz [aﬂ Qo ... am} nazywa sie i-tym wierszem macierzy A = [a;;|mxn,
alj
a2j

za$ j-tg kolumng macierzy A nazywamy macierz

CLmj

Symbolem M, (K) oznaczamy zbiér macierzy o wymiarach m x n i elementach z ciata K.

Def. Macierz, ktorej wszystkie wyrazy sa réwne 0 nazywamy macierza zerowg i oznaczamy

symbolem 0 (lub 0, ).

Def. Macierz A o wymiarach n X n nazywamy macierza kwadratowa (stopnia n).

Ciag a1, a9, ..., an, nazywamy wtedy gléwna przekatnag macierzy A (lub diagonala).

Przyktady

1. Macierz tréjkatna gorna.

2. Macierz trojkatna dolna.

3. Macierz diagonalna, ozn. diag(ai1, ass, ..., Gny)-

4. Macierz jednostkowa, ozn. I lub I,,.
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W zbiorze M, (K) definiuje sie
dodawanie macierzy:  [a;;|mxn + [bijlmxn = [@ij + bijlmxn

oraz mnozenie macierzy przez skalar a € K: o - [a;;]mxn = [@ - Gijlmxn-

Tw. Dla dowolnych macierzy A, B € M,,«,(K) i dowolnych skalaréow «, 5 € K zachodza
nastepujace rOwnosci:

1.A+B=B+ A

22 A+(B+C)=(A+B)+C

3.a-(A+B)=a-A+a-B

4. (a+p) - A=a-A+(-A

S.a-(f-A)=(a-p)-A

Def. Tloczynem macierzy [aik|mxp - [bkj]pxn Nazywamy macierz [¢;;]mxn, taka ze

p
Cij = Zaik . bkj dla i € {1, ...,m}, j c {1,,7?,}

k=1
a3 A2 ... Qip - - i1 ... Cy ... Cip
bll bﬁ bln
b21 bﬁ bgn
Qi1 Qi ... % : . . . = Ci1 ... Cﬂ . Cip
byt e by e b |
Am1 Am2 ... Qmp Cm1 - Cmj -+ Cmn

Uwaga. Mnozenie macierzy A - B jest wykonalne, jesli macierz A ma tyle kolumn, ile wierszy ma

macierz B.

Wtlasnosci mnozenia macierzy

1LA-(B-C)=(A-B)-C dla A € Myun(K), B € Myy,(K), C € My, (K)
2 A I,=1,- A=A dla A € My (K)

3.a-(A-B) = (aA) B=A-(a-B) dlaa €K, A€ Muun(K), BE Myy,(K)

1A (B+C)=A-B+A-C dla A € Myyn(K), B,C € Myy,(K)

5. (A+B) C=A-C+B-C dla A, B € Mypn(K), C' € Myyp(K)

Uwaga. Mnozenie macierzy nie jest przemienne.

Jesli A jest macierzg kwadratows, to istnieje iloczyn A- A - ... A 2" A",
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Def. Macierzg transponowang macierzy A = [a;;]mxn nazywamy macierz AT = [bi;]sm,
gdzie b;; = a;; dla dowolnych ¢ € {1,...,m}, j € {1,..n}.

Uwaga. Macierz transponowana AT jest to macierz, ktérej kolumnami sg wiersze macierzy A,

natomiast wierszami — kolumny macierzy A.

Wtlasno$ci transpozycji macierzy

1. (A+ BT =AT+ BT dla A, B € My, (K)

2. (AT = A dla A € M50 (K)

2. (@A)l = AT dla a € K, A€ M,wn(K)
3.(A-B)T =BT . AT dla A € My,un(K), B € M,«,(K)

Macierz odwrotna do danej macierzy kwadratowej
Def. Macierza odwrotng do macierzy A € M, (K) nazywamy taka macierz B € M, ., (K), ze
A-B=B-A=1, (ozn. B=A™")

Jesli istnieje macierz odwrotna do macierzy A, to jest ona wyznaczona jednoznacznie,

za$ A nazywamy macierza odwracalng.
Uwaga. Nie kazda macierz kwadratowa jest odwracalna.

Wtlasnosci

1. Jedli A jest macierza odwracalnag, to (A~1)~! = A.
2. Jedli A jest macierza odwracalng, to AT jest macierza odwracalng i (AT)™! = (41T,
3. Jesli A, B € M,,»,(K) sa macierzami odwracalnymi, to (A-B)~'=B~'. A"

Wyznaczanie macierzy odwrotnej metoda eliminacji:

Zapisujemy macierz [A|I]

(z prawej stony macierzy A dopisujemy macierz jednostkowsg I, takiego wymiaru jak A).
Nastepnie wykonujemy serie operacji na wierszach macierzy [A|I], tak aby uzyska¢ macierz
postaci [/|B] (macierz jednostkowa ma powsta¢ w miejscu macierzy A).

Jesli uzyskamy taka posta¢ macierzy, to wtedy macierz B = A1

Mozemy wykonywaé nastepujace operacje na wierszach przeksztatcanej macierzy [A|l]:

- mnozenie wiersza przez skalar rézny od zera (« - w;),
- dodawanie do wiersza wielokrotnosci innego wiersza (w; + o - w;),

- zamiana wierszy miejscami (w; «— w;).



